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[bookmark: _GoBack]Složitost algoritmů (2): Lehké a těžké problémy
V minulém dílu o časové složitosti algoritmů jsme se mimo jiné zabývali vzájemným porovnáním asymptotické složitosti funkcí a zajímalo nás, které funkce jsou „největší“ pro velký rozsah vstupní úlohy. Při tom jsme uvedli, že polynomiální časová složitost je „zvládnutelná“ a určitým způsobem přijatelná, zatímco exponenciální časové složitosti se snažíme vyhnout.  Obecně časovou složitost algoritmů, která je větší než polynomiální, označujeme jako superpolynomiální.
Nyní nás může napadnout otázka: jsou všechny problémy řešitelné v polynomiálním čase? Odpověď zní ne; některé problémy umíme řešit pouze v exponenciálním čase, některé neumíme vyřešit vůbec. U těch, které je možné řešit v polynomiálním čase, ukazuje praxe zajímavý poznatek, že jejich časová složitost je O(nk) pro „rozumně velký“ stupeň polynomu k. Překvapivě však existuje řada problémů, pro které sice neznáme polynomiální algoritmus řešení, ale je možné, že existuje (neumíme to vyvrátit).
Optimalizační a rozhodovací problémy 
Při zkoumání grafů jsme se setkali s řadou problémů, například hledání nejkratší cesty nebo největšího toku sítí. Obecně takové problémy označujeme jako optimalizační problémy: snažíme se najít to nejlepší řešení. Řadu úloh ale můžeme formulovat trochu jinak a situaci zjednodušit tím, že je převedeme na rozhodovací problémy. V případě úlohy nejkratší cesty grafu se můžeme zeptat jinak. Porovnejte sami znění úloh:
1. Optimalizační problém:  Najít mezi uzly u a v cestu s nejmenším počtem hran.
2. Rozhodovací problém: Máme číslo k. Existuje v daném grafu G mezi uzly u a v cesta, která má délku nejvíce k hran?
U rozhodovacích problémů nás zajímá pouze odpověď ANO nebo NE. Intuitivně tušíme, že najít odpověď na rozhodovací problém je lehčí nebo alespoň stejně těžké jako najít odpověď na optimalizační problém. Pokud totiž známe řešení optimalizačního problému, stačí „dosadit“ rozhodovací problém a řešení máme hned k dispozici. 
Uvedený problém hledání nejkratší cesty v grafu je příkladem úlohy, která má polynomiální řešení. Bohužel však v praxi potřebujeme řešit i problémy, u kterých takové řešení neznáme. Uvedeme si jednu velmi důležitou úlohu, označovanou jako SAT problém.
SAT problém
Jako příklad úloh, které jsou na první úloh jednoduché, ale v praxi složitě řešitelné, můžeme uvést problém splnitelnosti logické formule. Tento problém je tak známý, že má i zvláštní název: SAT problém. Úkolem je jednoduše zjistit, zda je daná výroková formule splnitelná pro nějaké hodnoty logických proměnných.
Vrátíme se proto ke středoškolské matematice, konkrétně logice. Logická proměnná je taková proměnná, která nabývá pouze hodnot 0 (nepravda) nebo 1 (pravda).  Máme-li dvě logické proměnné, můžeme s nimi provádět logické operace – jistě si vzpomeneme na negaci, konjunkci, disjunkci, implikaci a ekvivalenci. Výsledek je pak dán pravdivostní tabulkou, kterou uvádíme níže.

	A
	B
	Negace 
(¬a)
	Konjunkce
(a ∧ b)
	Disjunkce
(a ∨ b)
	Implikace
(a => b)
	Ekvivalence
(a <=> b)

	0
	0
	1
	0
	0
	1
	1

	0
	1
	1
	0
	1
	1
	0

	1
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	1
	1
	0
	1
	1
	1
	1


Tabulka 1: Pravdivostní tabulka
Logická formule je pak výraz složený z logických proměnných a logických operací, např. 
(A & B)   ( A & B)
Otázka zní: je daná logická formule splnitelná (může nabýt hodnoty 1)?
Pro řešení problému neznáme lepší algoritmus než s exponenciální časovou složitostí – prostě vyzkoušíme všechny hodnoty A a B. Tento problém je však velmi užitečný – a to především v kontextu tohoto článku, protože na něj umíme „převést“ řadu jiných problémů a ukázat tak, že patří mezi těžké úlohy. Tento „převod“ se nazývá polynomiální redukce.
Polynomiální redukce
Máme dva rozhodovací problémy A a B. Polynomiální redukce problému A na problém B je takový algoritmus, který v polynomiálním čase převede vstupy problému A na problém B tak, že výstup problémů je stejný. Můžeme si to ilustrovat na následujícím obrázku.
[image: ]Obrázek 1: Polynomiální redukce
Instanci problému A tak můžeme vyřešit převedením na vstupy do algoritmu B a vzetím výstupů problému B. Podaří-li se nám tímto způsobem převést problém A na problém B, je jasné, že problém B je alespoň stejně tak těžký jako problém A. Časová složitost se tedy bude lišit maximálně polynomiálně (čas potřebný pro „výrobu“ nového vstupu pro problém B).
A nyní se dostáváme k principu toho, jakým způsobem určujeme, jestli je problém „těžký“ nebo ne. Stačí znát alespoň jeden „těžký problém“. Tím je například zmíněný problém SAT, pro který neznáme algoritmus, který by ho vyřešil v polynomiálním čase. Kdykoliv se nám podaří polynomiálně převést problém A na problém SAT, zjistíme, že problém A je minimálně stejně těžký jako SAT.  
V dalším díle si ukážeme důsledky této úvahy, které vyústí v jednu z nejdůležitějších stále nevyřešených otázek informatiky.
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