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[bookmark: _GoBack]Složitost algoritmů (1): Jak měřit časovou složitost
V našem informatickém seriálu jsme si představili některé algoritmy pro řešení různých úloh. Pro jeden problém mohou existovat různé algoritmy jeho řešení. Důležitou vlastností algoritmů je ale jejich časová složitost. Je to i tato vlastnost, která odlišuje dobré algoritmy od špatných algoritmů. Dobrý algoritmus vyřeší problém rychle a elegantně, zatímco špatný algoritmus řeší problém dlouho a těžkopádně. 
Jak můžeme hodnotit časovou složitost algoritmů? Jedna z možností by bylo vzít stopky a počítat sekundy, ale to by zřejmě nebyl dobrý způsob, pokud bychom chtěli znát obecnou odpověď. Co když algoritmus bude mít jiný vstup, tedy např. jinou, větší úlohu? Museli bychom měřit čas běhu pro každou velikost úlohy, což je naprosto nereálné.
Pro vyjádření časové složitosti nebudeme počítat sekundy, ale budeme provádět analýzu algoritmu a počítat operace. Každá operace totiž trvá určitou dobu, kterou můžeme považovat za elementární jednotku času. 
Časová složitost vyjadřuje závislost času potřebného k provedení řešení v závislosti na velikosti vstupní úlohy. Algoritmus bude běžet nejdéle pro velké úlohy; v nejhorším případě se bude velikost úlohy blížit nekonečnu. Právě proto je praktické zabývat se tím, jak se bude algoritmus chovat pro velké instance problému.
V matematice se často zabýváme asymptotickým chováním funkcí, tedy chováním funkcí, pokud se velikost vstupního argumentu blíží nekonečnu. A pravděpodobně nejčastějším způsobem, jakým se v informatice porovnává časová složitost algoritmů, je asymptotická složitost. 
Asymptotická složitost algoritmů
Jak bylo řečeno, asymptotická složitost označuje takovou složitost algoritmu, kdy velikost úlohy roste nade všechny meze. To ale znamená, že se nezabýváme tím, jaká je složitost pro konečnou velikost úlohy; asymptoticky rychlejší algoritmy tak mohou pro malé úlohy běžet pomaleji než asymptoticky pomalejší algoritmy! V případě malých úloh nás však časová složitost obvykle příliš netrápí.
Nyní je potřeba zavést trochu „asymptotické aritmetiky“, která je denním chlebem každého teoretického informatika. Budeme mít dvě funkce f(n) a g(n), kde n označuje velikost úlohy, a tyto funkce budeme porovnávat z hlediska časové složitosti. A nyní se dostáváme k famózní „velké O“ notaci, která je studentům informatiky velmi dobře známa. Předem je dobré upozornit, že „velké O“ je ve skutečnosti řecké písmeno omikron. „Omikron“ znamená podobnou relaci jako „menší než“, zatímco „omega“ znamená podobnou relaci jako „větší než“. Jak si to lépe zapamatovat? Omikron obsahuje slovo mikro (mikro = málo, tedy menší), zatímco omega obsahuje slovo mega (mega = více, tedy větší).
A nyní k formalismům. Řekneme, že f(n) je nejvýše řádu g(n), zapisujeme f(n) = O(g(n)), tehdy a jen tehdy, když existuje kladná konstanta C, pro kterou existuje přirozené číslo n0 takové, že pro každé n větší nebo rovné n0 bude f(n) <=  Cg(n).
I když předchozí věta možná na první pohled zní složitě, vyjadřuje poměrně jednoduchou věc. Podívejme se na následující obrázek, kde máme porovnání dvou funkcí – lineární a kvadratické. Která z nich je „menší“ (velké O)? Podívejme se nejdřív na levou část. Vidíme, že pro x < 1 je lineární funkce nad kvadratickou funkcí, a můžeme říct, že v tomto intervalu je „menší“. Podívejme se ale na pravou část obrázku a ihned uvidíme, že pro větší velikost x se kvadratická funkce stává mnohem „větší“. A v tom spočívá princip asymptotické složitosti. Příspěvek nižších řádů nás nezajímá; zajímá nás, jak se chová funkce pro velké hodnoty vstupního argumentu. A nyní zpátky k formálnímu zápisu uvedenému výše. Existuje nějaká konstanta, pro kterou existuje přirozené číslo… atd.? Existuje. Můžeme si vzít např. konstantu C = 2. Zcela určitě najdeme přirozené číslo n0, pro které platí, že pro všechna přirozená čísla x větší než n0 bude x <= 2x2. Platí to dokonce už pro přirozené číslo n0 = 1. 
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Obrázek 2: Ilustrace asymptotické složitosti
Ještě jednou připomeneme, že pokud píšeme f(n) = O(g(n)), pak funkce f(n) je „menší nebo rovna“ funkci g(n). Podobně můžeme zavést i relaci „větší nebo rovno“. Jak bylo zmíněno výše, místo písmena omikron budeme používat písmeno &omega;.
Přesně řečeno řekneme, že f(n) je nejméně řádu g(n), zapisujeme f(n) = &omega; (g(n)), tehdy a jen tehdy, když existuje kladná konstanta C, pro kterou existuje přirozené číslo n0 takové, že pro každé n větší nebo rovné n0 bude f(n) >= Cg(n). S tímto zápisem se pravděpodobně setkáme o něco méně často, protože nejvíce nás zajímá právě horní mez. 
Nicméně pokud máme definovány relace větší nebo rovno a menší nebo rovno, můžeme definovat relaci rovnosti. Zde nám postačí, že funkce je téhož řádu, pokud platí obě zmíněné podmínky, tedy omikron a omega zároveň.  Pro označení téhož řádu používáme symbol théta.
Porovnání časových složitostí
V tabulce 1 porovnáme některé nejčastěji používané funkce, se kterými srovnáváme složitost daného algoritmu. Jak je vidět, pro velká čísla nemusíme chodit „do nekonečna“; některé funkce nabývají extrémně velkých hodnot pro relativně malou velikost argumentu. Hodnoty jsou uvedeny pouze řádově. V praxi jsme vždy spokojeni, pokud dosáhneme logaritmické časové složitosti, která je obvykle výborná. Lineární časová složitost je také skvělá; kvadratická složitost a další polynomiální složitosti jsou zvládnutelné. Exponenciální časové složitosti se však snažíme vyhnout. Pro srovnání čísel v následující tabulce můžeme uvést, že stáří vesmíru se odhaduje na řádově 1017 sekund.
	Velikost vstupní úlohy
	1
	100
	1000

	log n
	0
	2
	3

	n
	1
	10
	103

	n2
	1
	104
	106

	n3
	1
	106
	109

	2n
	2
	1030
	10301

	n!
	1
	10157
	102567


Tabulka 1: Porovnání časové složitosti nejpoužívanějších funkcí
Při analýze časové složitosti algoritmů využíváme toho, že pro velké vstupní úlohy bude dominovat asymptoticky nejsložitější člen. Máme-li např. funkci f(n) = 4n2 – 2n+ 2, pak člen n2 bude hlavní člen, který určuje časovou složitost algoritmu, která tedy bude O(n2). Podobně u funkce f(n) = 9 log n + 3n2 + 2n3; zde bude dominovat člen n3 a funkce bude tedy řádu O(n3).
Příklad analýzy časové složitosti
Odhad časové složitosti analýzou algoritmu si můžeme ilustrovat na algoritmu, který se nazývá bubble sort. Jedná se o jednu z jednodušších variant algoritmů, pomocí kterých můžeme seřadit řadu čísel od největšího po nejmenší (nebo obráceně). Algoritmus je založen na tom principu, že zleva projdeme pole a prohodíme dva sousední prvky v poli, čímž se dostane nejmenší číslo na konec pole („probublá“ doprava). A protože víme, že je na konci po prvním průchodu nejmenší prvek, opakujeme postup zleva znovu, ale tentokrát nám stačí projít všechny prvky až na poslední. Příklad seřazení je uveden níže:
(3 8 2 5) – začínáme procházet pole zleva a menší čísla posouváme doprava;
(8 3 2 5) – prohodili jsme 3 a 8, protože 8 > 3, a postupujeme dále doprava;
(8 3 2 5) – 3 je větší než 2, takže nic neprohazujeme a postupujeme dále;
(8 3 5 2) – prohodili jsme 5 a 2. Na konci je nejmenší číslo. Opakujeme zleva.
(8 3 5 2) – nic neprohazujeme, neboť 8 > 3.
(8 5 3 2) – prohazujeme 3 a 5. V dalším kroku už nic neprohodíme a pole máme seřazené.
Obecně je v tomto algoritmu potřeba provést (n – 1) + (n – 2) + … + 1 operací, což bude řádově O(n2) – stačí ověřit pomocí součtu aritmetické posloupnosti. Algoritmus bubble sort má tedy kvadratickou časovou složitost.
Uvedený příklad patří mezi algoritmy, které mají polynomiální časovou složitost. I když existují lepší řadící algoritmy, polynomiální časová složitost je přijatelná. Jak uvidíme v dalších dílech, někdy jsme za polynomiální časovou složitost velmi vděční.
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