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Projekt „Popularizace vědy a výzkumu ČVUT“, reg. č. CZ.1.07/2.3.00/35.0021
Grafy a grafové algoritmy (3): Nezávislost, klikovost, dominance a barevnost grafu

V tomto článku se seznámíme s některými užitečnými vlastnostmi grafů. Konkrétně nás bude zajímat, co je to nezávislost grafu, klikovost grafu, dominance a jak je hledat. Zmíníme také pojem barevnosti grafu.
Předem je třeba říci, že všechny zmíněné úlohy jsou ve své podstatě těžko řešitelné v rozumném čase a patří do třídy tzv. NP-úplných problémů, kterými se budeme zabývat ve speciálním článku.
Nezávislá podmnožina
Prvním důležitým pojmem je nezávislá podmnožina uzlů. Máme-li nějaký graf, můžeme definovat nezávislou podmnožinu uzlů jako takovou skupinu uzlů, ve které žádné dva nejsou sousední.
Můžeme si úlohu ilustrovat pomocí satelitního městečka na okraji Prahy. Každý dům představuje jeden uzel grafu a my chceme vybrat skupinu obyvatel, která není negativně ovlivněna sousedskými vztahy.  Zajímá nás tedy taková skupina domů, ve které ani jeden nesousedí s ostatními domy ve skupině. Vybíráme ze satelitního městečka ty domy, které spolu nesousedí, tedy nezávislou podmnožinu.
Vybrat jakoukoliv nezávislou podmnožinu grafu není nic složitého – stačí vzít např. dva uzly z nejvzdálenějších konců grafu, takové spolu sousedit určitě nebudou. Obyčejně nás však zajímá maximální nezávislá podmnožina.
Nezávislou podmnožinu je také možné ilustrovat pomocí obrázku 1, na kterém je, ač to tak na první pohled nevypadá, zobrazena dvourozměrná krychle (pohled ze shora). Tento graf obsahuje šest maximálních nezávislých podmnožin, každá z nich obsahuje dva uzly. Přidáním jakéhokoliv uzlu dojde ke ztrátě nezávislosti množiny.
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Obrázek 1: Nezávislé podmnožiny u dvourozměrné krychle. Zdroj: Wikipedia.org
Jak ale najít maximální nezávislou podmnožinu? Bohužel dosud neznáme lepší způsob, než procházet podmnožiny grafu a zkoušet, která z nich je největší. To je však postup, který nám nedokáže zaručit, že maximální nezávislou podmnožinu nalezneme v nějakém rozumném čase. Pokud máme graf o n uzlech, pak počet všech podmnožin grafu je 2n. Pro malá n je takové množství řešitelné, ale s rostoucím počtem uzlů roste počet podmnožin exponenciálně a pro n = 1000 už je počet množin, které musíme testovat, enormní.
Z tohoto důvodu se v praxi často používají heuristické algoritmy. Heuristika znamená v podstatě řešení problémů metodou pokus-omyl. Výsledek, který obdržíme, nemusí být nejpřesnější, ale zato jej dostaneme rychleji. Jakou heuristiku bychom mohli vymyslet v tomto případě? Můžeme např. využít myšlenky, že uzly, které mají málo sousedů, budou v nezávislé podmnožině pravděpodobněji, než uzly, které jsou sousedy obklopené ze všech stran.  Postup je tedy následující:
1. Vytvoř prázdnou množinu uzlů, ze které vznikne postupem času maximální nezávislá podmnožina. Vytvoř také seznam uzlů G, který je seřazený vzestupně podle počtu sousedů daného uzlu, a který na počátku obsahuje všechny uzly grafu.
2. Vyber z G uzel, který má nejmenší počet sousedů. Tento uzel už v dalších krocích nebudeme uvažovat, stejně jako jeho sousedy, a vyškrtneme je tedy ze seznamu G.
3. Postup opakuj, dokud seznam G není prázdný.
Klika grafu a klikovost
Pojem klika v tomto případě nemá nic společného s klikou od dveří. Tento pojem vychází ze sociologie, kde klika označuje úzce propojenou neformální skupinu lidí, kteří prosazují své zájmy, často na úkor ostatních skupin. Z této analogie můžeme vydedukovat, že se zajímáme o skupinu uzlů, které spolu úzce souvisí. 
Přesněji řečeno hledáme v rámci daného grafu tzv. úplný graf. Co to znamená? Úplný graf je takový graf, ve kterém jsou každé dva uzly spojené hranou. Příklady úplných grafů nalezneme na obrázku 2, kde je zobrazen úplný graf pro 4, 6 a 8 uzlů.
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Obrázek 2: Příklady úplných grafů. Zdroj: Wikipedia.org.
Chceme-li najít kliku grafu, hledáme úplný graf mezi uzly daného grafu. Počet uzlů největší kliky pak označujeme jako klikovost. I když na první pohled tato úloha nemá valné využití, skutečnost je jiná. Aplikace úlohy nalezneme např. v bioinformatice při zkoumání exprese genů, v elektrotechnice při analýze komunikačních sítí, v chemii při zkoumání podobnosti chemikálií s cílovou strukturou a v dalších oblastech.
Hledání maximální kliky grafu ilustrujeme pomocí obrázku 3, na kterém je graf, který obsahuje kliku o třech uzlech v pravé části obrázku. Klikovost tohoto grafu je tedy 3.
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[bookmark: _GoBack]Obrázek 3: Klika grafu
Jakým způsobem můžeme kliku grafu vyhledávat? I v tomto případě jsou možnosti omezené; dodnes neznáme algoritmus, který by tento problém pro velký počet uzlů dokázal vyřešit přesně a v rozumném čase. V praxi proto i zde dochází k využívání různých heuristik pro dosažení přibližného výsledku. Příkladem je postupné přidávání uzlů s největším počtem sousedů, protože ty budou pravděpodobněji součástí kliky. 
Dominující podmnožina
Dominující podmnožina je podobným typem množiny jako nezávislá množina. V tomto případě hledáme množinu uzlů, která svými sousedy pokrývá celý graf. Taková množina by přitom měla být co nejmenší. Počet uzlů v nejmenší dominující podmnožině se nazývá dominance grafu. Správně tušíte, že i pro tento problém zatím nemáme algoritmus, který by ho dokázal řešit v rozumném čase pro velké grafy. Přesto je však tato úloha důležitá, neboť má využití např. v oblasti neuronových sítí nebo při vyhledávání v databázích proteinových sekvencí.
Příklad dominující podmnožiny je na obrázku 4. Podíváme-li se na graf pořádně, vidíme, že černě označený uzel pokrývá svou množinou sousedů celý graf. Dominance grafu je v tomto případě 1.
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Obrázek 4: Dominující podmnožina
Barevnost grafu
Zatím jsme se setkali především s grafy, které byly černobílé. Grafy ale mohou být i barevné. Co to znamená? Barvení grafu označuje proces, ve kterém označujeme jednotlivé uzly barvou, přičemž stejně obarvené uzly spolu nesmí sousedit. Minimální počet barev, kterými můžeme graf takto obarvit, se nazývá chromatické číslo grafu. Barvení grafů je jednou z velmi populárních úloh teoretické informatiky a v současné době probíhá v této oblasti intenzivní výzkum. Na popularitě mu přidala i oblíbená hra Sudoku, neboť řešení Sudoku může být reprezentováno pomocí barvení grafu o 81 uzlech pomocí devíti barev. 
Příklad obarveného grafu nalezneme na pátém obrázku. V tomto případě je možné graf obarvit třemi barvami – menší počet barev nenalezneme, protože by došlo k tomu, že by spolu stejně obarvené uzly sousedily.
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V tomto článku jsme si představili některé vlastnosti grafu, které je užitečné znát, ale jejichž řešení je pro velké grafy enormně náročné a vyřešení některých složitých úloh se nemusíme v životě dočkat. Jak bylo řečeno, jedná se o příklady tzv. NP-úplných problémů. Této třídě problémů se budeme komplexněji věnovat v jiném článku.
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