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[bookmark: _GoBack]Grafy a grafové algoritmy (5): Hledání minimální kostry
Představme si, že máme graf a chceme spojit jeho uzly co nejlevněji. Jako příklad si můžeme uvést návrh elektrické sítě. Máme k dispozici seznam odběrných míst a chceme je propojit tak, abychom využili co nejmenší množství drátů. Tímto problémem se zabýval mimo jiné český vědec Otakar Borůvka, který ve svém článku „O jistém problému minimálním“ (1926) publikoval algoritmus, který se zabýval návrhem efektivní elektrické sítě na Moravě. 
Úloha, kterou budeme řešit, se nazývá hledání minimální kostry grafu. Anglický překlad minimální kostry zní spanning tree a jak název napovídá, jedná se o typ grafu zvaný strom. Jednou z vlastností stromu je ta, že neobsahuje žádné cykly (kružnice). Příklad minimální kostry je na obrázku 1. Všimněme si, že při hledání minimální kostry nás nemusí zajímat pouze minimální počet hran, ale hledáme minimální součet jejich ohodnocení.
[image: ]
Obrázek 1: Minimální kostra grafu. Zdroj: Wikipedia.org
Předpokládejme tedy, že máme k dispozici ohodnocený graf a zajímá nás jeho minimální kostra. V tomto článku si představíme dva algoritmy, které ve svém názvu nesou česká jména, a to Borůvkův-Kruskalův a Jarníkův-Primův algoritmus. Oba algoritmy jsou příkladem tzv. hladových algoritmů.
Hladové algoritmy fungují na principu, že se prostřednictvím lokálního optima snažíme dospět ke globálnímu optimu. Co si pod tím představit? Příkladem je úloha „dobře se najíst“, což je žádoucí globální optimum. Chceme-li se dobře najíst a máme před sebou stůl plný potravin, začneme pravděpodobně tím, na co máme největší chuť (lokální optimum). Až nám tato potravina dojde, budeme pokračovat druhou nejchutnější věcí, a tak dále. Na konci algoritmu budeme dobře najezení a spokojení. Podobně fungují i hladové algoritmy. Nemyslí na budoucnost, pouze postupují na základě lokálně optimálních podmínek, ale dostanou se ke globálně optimálnímu řešení. Takový postup samozřejmě ne vždy funguje – abychom si mohli být jistí, že se dostaneme k optimálnímu řešení, je vždy potřeba matematicky dokázat korektnost algoritmu.
Borůvkův-Kruskalův algoritmus
Podobně hladově pracuje i Borůvkův-Kruskalův algoritmus. Nejprve si ho popíšeme pomocí slovního pseudokódu.
1. Vytvoříme si seznam hran daného grafu a seřadíme je vzestupně podle jejich ohodnocení (tedy délky).
2. Vytvoříme podgraf daného grafu, který zatím neobsahuje žádné uzly ani hrany.
3. Pro každou hranu z vzestupně seřazeného seznamu proveď následující operaci: přidej nejkratší hranu do našeho podgrafu. Pokud by však přidáním hrany vznikl cyklus, do podgrafu ji nepřidávej.
Po ukončení algoritmu máme k dispozici minimální kostru. Popsaný algoritmus je jednoduchý a funguje; jeho funkčnost však není samozřejmá a tak bylo nutné ji dokázat. Důkaz můžete nalézt např. zde.
Pěkná ilustrace algoritmu je na následujícím obrázku z arabské Wikipedie. Minimální kostra grafu je vytvořena pouze ve 4 krocích; vždy vybíráme tu s nejnižším ohodnocením a testujeme možné vytvoření cyklu.
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Obrázek 1: Borůvkův-Kruskalův algoritmus (zdroj: Wikipedia.org, autor: Ahmad.829).
Jarníkův-Primův algoritmus
Jarníkův-Primův algoritmus je podobný Dijkstrovu algoritmu pro hledání nejkratší cesty v grafu (viz minulý článek). I tento algoritmus využívá datovou strukturu, kterou nazýváme prioritní fronta. Slovním pseudokódem je možné jej vyjádřit následovně:
1. Vytvoř množinu X obsahující jediný, libovolný uzel grafu. Tato množina bude reprezentovat rozšiřující se kostru grafu.
2. Vytvoř množinu, která obsahuje všechny hrany grafu. Tato množina bude realizována jako prioritní fronta; budeme z ní v následujících krocích vybírat hrany s nejmenší cenou.
3. Dokud nebude množina X obsahovat všechny uzly grafu, opakuj následující operace:
a. Vyjmi z množiny E hranu uv takovou, že má nejmenší cenu (délku), a zároveň u je v množině X a v není v množině X (jinými slovy: vyjmi takovou hranu s nejnižší cenou, která propojuje množinu X se zbytkem grafu).
b. Přidej tuto hranu do částečné kostry X.
Po ukončení algoritmu máme k dispozici minimální kostru. I zde víme, že funguje, protože to je možné dokázat (důkaz naleznete např. zde).
Algoritmus je možné ilustrovat pomocí obrázku 2. Množina X na počátku obsahuje pouze uzel, který se nachází vpravo nahoře. V dalším kroku vybereme hranu, která má nejmenší ohodnocení a zároveň spojuje množinu X se zbytkem grafu – jedná se o hranu s ohodnocením 5. Tuto hranu a příslušný uzel přidáme do množiny X. V dalším kroku máme dvě možnosti, protože existují dvě hrany s ohodnocením 3, které spojují množinu X se zbytkem grafu. Vybereme tedy například tu hranu, která spojuje levý dolní a prostřední horní uzel. Postup se opakuje, až budeme mít pokryté všechny uzly.
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Obrázek 2: Jarníkův-Primův algoritmus
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