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[bookmark: _GoBack]Složitost algoritmů (3): NP-úplné problémy
V minulém dílu jsme naznačili, že existují problémy, které jsou jednoduché (řešitelné v polynomiálním čase) a problémy, které jsou složité (umíme je řešit pouze v superpolynomiálním, např. exponenciálním čase). Problém je, že u složitějšího problému polynomiální algoritmus existovat může, ale nejsme schopni ho najít. V tomto dílu se dostáváme k rozdělení problémů do tříd podle složitosti. 
Třídy P a NP
Nejjednodušší třídou problémů, kterou uvedeme, je třída P. Jedná se o množinu rozhodovacích problémů, které nám poskytnou v polynomiálním čase odpověď ANO nebo NE. Pokud do této třídy zapadá nějaký problém, pak ho můžeme považovat za řešitelný v přijatelném čase.
Pro další diskuzi budeme potřebovat pojem certifikátu. Certifikát je jen jakási polynomiálně velká informace – nápověda, kterou náš program nalezne ve vstupním souboru. Certifikátem může být prázdná množina (nic), anebo v případě SAT problému konkrétní ohodnocení logických proměnných. 
Třída NP je třída problémů, u kterých lze každý jejich kladný výsledek charakterizovat certifikátem verifikovatelným v polynomiálním čase. Budeme si to ilustrovat na problému splnitelnosti logických formulí. Řekne-li někdo, že daná formule je splnitelná a jako certifikát nám poskytne nějaké hodnoty logických proměnných, určitě zvládneme v polynomiálním čase ověřit, jestli je to pravda, nebo ne. Problém SAT tedy patří do třídy NP problémů. Správně tušíte, že třída P je podmnožinou třídy NP, neboť pro problém třídy P stačí zvolit jako certifikát prázdnou množinu.
[image: ]
Obrázek 1: Vztah tříd P a NP
Nyní se dostáváme k jednomu slavnému problému informatiky. Dříve jsme uvedli, že jsou sice problémy, které umíme řešit pouze v exponenciálním čase, ale přesto není teoreticky vyloučené, že by šly řešit v polynomiálním čase, akorát ještě nikdo nepřišel na to, jak to udělat. Platí tedy 
?? NP = P ??
Tato otázka patří mezi sedm matematických problémů tisíciletí a proto na ní v tomto článku bohužel odpověď nenalezneme. Můžeme však konstatovat, že většina teoretických informatiků má za to, že vztah NP = P neplatí. Pokusy o exaktní důkaz však zatím nebyly úspěšné.
NP-úplné problémy
Jak však odlišit těžké problémy od těch lehkých, nevíme-li, jestli existují nějaké problémy z NP, které zároveň nepatří do P, a nemůžeme tedy s jistotou vyloučit, že mají všechny NP problémy polynomiální řešení? Využijeme pojem NP-úplnosti. Problém je NP-úplný, pokud onen problém je v NP a zároveň jdou všechny ostatní problémy v NP polynomiální redukcí převést na tento problém. Zde se můžeme odkázat na výše uvedený problém SAT a konstatovat, že tento problém patří do třídy NP a zároveň na něj umíme převést všechny ostatní problémy v NP (Cookova věta). Problém splnitelnosti logických formulí je tedy NP-úplný.
NP-úplné problémy jsou v určitém ohledu ty nejtěžší problémy z třídy NP. Chceme-li řešit nějaký problém, potom zjištění, že je NP-úplný, nás opravdu nepotěší. Jako příklady NP-úplných problémů si můžeme uvést následující úlohy, které už známe z teorie grafů. Všimněme si, že některé z nich jsou velmi praktické a na první pohled nemusí být jasné, že jsou tak složité.
· Problém kliky grafu (maximální úplný podgraf),
· dominující podmnožina grafu (minimální množina uzlů, která svými sousedy pokrývá celý graf),
· barvení grafu (přidělení barev jednotlivým uzlům tak, aby spolu stejně obarvené uzly nesousedily a počet barev byl minimální),
· maximální nezávislá podmnožina (taková množina uzlů, že žádné dva z nich nejsou spojeny hranou)
· problém obchodního cestujícího (najít v grafu nejkratší možnou cestu, procházející všemi uzly a vracející se nazpět do výchozího uzlu),
· problém batohu, také známý jako KNAPSACK (rozmístění předmětů s určitou cenou a váhou do přepravky omezené kapacity tak, aby cena nákladu byla maximální),
· řešení Sudoku,
· řešení Tetrisu,
· problém dvou loupežníků (máme několik čísel a úlohou je rozdělit zadaná čísla, tedy lup, do dvou množin tak, aby součet čísel v obou množinách byl stejný).
Další třídy složitosti 
Tříd problémů je samozřejmě mnohem více než jsme uvedli. Zkuste se sami podívat na stránku Complexity Zoo, kde je k datu vydání tohoto článku uvedeno 495 tříd složitosti problémů. 
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