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Turingův stroj (2): Univerzální Turingův stroj a nerozhodnutelné problémy
V minulém díle jsme uvedli základní principy Turingova stroje a jeho hlavní výhody oproti konečným automatům. Nyní můžeme přejít ke „zlatému hřebu“ teorie Turingova stroje – k Turingovu univerzálnímu stroji. V další části si ukážeme některá omezení Turingových strojů, která vedou k tzv. nerozhodnutelným problémům.
Univerzální Turingův stroj
Předpokládejme, že máme k dispozici Turingův stroj, který něco počítá. Jak víme, tento stroj se skládá z konečného automatu (procesoru) a nekonečné pásky. Známe také počáteční stav, čímž máme zcela definovaný Turingův stroj.
Základní myšlenkou při konstrukci univerzálního Turingova stroje je, že Turingův stroj sám o sobě může být zakódovaný na pásku stroje. Opravdu, konečný automat je možné popsat přechodovou tabulkou (pravidla přechodů mezi stavy), kterou je možné rozepsat na pásku, počáteční stav také není problém zapsat na pásku a zbytek pásky může být použit jako páska jiného Turingova stroje. 
[bookmark: _GoBack]Nyní zbývá pouze navrhnout Turingův stroj, který přečte začátek pásky (přechodovou tabulku, kterou je popsána funkce konečného automatu). V další části pásky zjistí, jaký je aktuální stav. Poté může číst z pásky symboly původního Turingova stroje, využít znalosti přechodové funkce konečného automatu a rozhodnout, který stav nastane, a zapsat nový stav.
Nyní jsme „vynalezli“ Turingův stroj, který může simulovat kterýkoliv jiný Turingův stroj – tedy tzv. univerzální Turingův stroj.
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Obrázek 1: Socha Alana Turinga na University of Surrey (zdroj: Wikipedia.org)
Co je vyčíslitelné?
Jak víme z minulého dílu, každý výpočet (algoritmus) může být realizován pomocí specifického Turingova stroje (tato myšlenka se také nazývá Church-Turingova teze). Nyní, se znalostí univerzálního Turingova stroje, však můžeme být všeobecnější: vše, co může být vypočítáno, může být vypočítáno pomocí univerzálního Turingova stroje – neboť pomocí něj dokážeme simulovat jakýkoliv specifický Turingův stroj, a tedy jakýkoliv výpočet.
Vše se nyní zdá být jasné, ale v této úvaze je ukrytý jeden důležitý paradox. Uvažujme nyní problém zastavení Turingova stroje. Úloha je následující: rozhodnout, zda se daný Turingův stroj na určité specifické pásce zastaví. Principiálně je situace poměrně jednoduchá. Stačí se podívat na strukturu konečného automatu Turingova stroje a symboly na pásce, a můžeme rozhodnout, jestli se zastaví, nebo bude pokračovat v nekonečné smyčce. V některých případech vidíme výsledek okamžitě: kód while (true) continue; se nikdy nezastaví, zatímco kód print(“Hello World”) se zastaví velmi rychle. 
Protože jsme uvedli, že vše, co může být vypočítáno, může být vypočítáno pomocí Turingova stroje, předpokládejme nyní, že máme k dispozici Turingův stroj označený písmenem D. Tento stroj přečte popis jakéhokoliv jiného Turingova stroje T a  rozhodne, jestli se stroj T někdy zastaví. To znamená, že poskytneme stroji D popis stroje T, stroj D bude chvíli pracovat a zastaví se v jednom ze dvou stavů: „T se zastaví“ nebo „T se nezastaví“.
Nyní provedeme malou změnu ve stroji D: přidáme dva stavy L a R a vytvoříme tím mírně odlišný Turingův stroj E. Dva nové stavy jsou uspořádané tak, že pokud stroj D zjistí, že se T zastaví, stroj E se záměrně zacyklí mezi stavy L a R, zatímco pokud stroj D zjistí, že se T nezastaví, dojde k zastavení stroje E.
Nyní tedy máme stroj E, který se jednoduše zastaví, pokud se T nikdy nezastaví, a zacyklí se, pokud se T zastaví. Stroj E tedy vykazuje opačné chování, než stroj T.
Úvaha to není příliš komplikovaná, ale ve stroji E je ukrytá určitá past.
Vezmeme stroj E a vytvoříme novou pásku - popis stroje E, který je vhodným vstupem pro univerzální Turingův stroj. Nyní tuto pásku vložíme do stroje E a pozorujme, co se stane.
Pokud se stroj E na této pásce zastaví, znamená to, že stroj zakódovaný na této pásce se nezastaví. Ale pozor – stroj, který je zakódovaný na této pásce, je stroj E!
Stejného výsledku dosáhneme, pokud se na problém podíváme z druhé strany: pokud se stroj E nezastaví, znamená to, že stroj zakódovaný na pásce (stroj E) se zastaví. Problém je, že na pásce máme opět zakódovaný stroj E.
Došli jsme tedy k logickému sporu. Co to znamená? Interpretace je jednoduchá: není možné vytvořit Turingův stroj, který vyřeší problém zastavení; a jestliže jsme uvedli, že cokoliv, co může být vypočítáno, může být vypočítáno pomocí Turingova stroje, došli jsme k poněkud nešťastnému závěru: našli jsme problém, který nemá žádné řešení. Problém, který se nachází za limity vyčíslitelnosti – tzv. nerozhodnutelný problém.
Nerozhodnutelné problémy
Můžeme se spokojit s myšlenou, že nerozhodnutelné problémy jsou poněkud exotické a ne příliš praktické. Do této třídy problémů však patří i některé praktičtější věci.
V praxi bychom rádi počítali čísla jako pí např. na miliony desetinných míst. Zdá se, že i to je jeden z důvodů, proč byly počítače vůbec vynaleznuté. Špatnou zprávou je, že existují čísla, která nelze vyčíslit.
Představme si pásku Turingova stroje jako číslo – jednoduše budeme číst binární číslo, které získáme kódováním symbolů na pásce. Ke každé pásce, na které je binární posloupnost, tedy existuje číslo a ke každému číslu existuje páska. Právě jsme vytvořili číslování všech možných Turingových strojů.
Nyní uvažujme číslo R, které začíná na desetinné čárce a má jedničku na desetinném místě n, pokud n-tá páska představuje stroj, který se na univerzálním Turingově stroji zastaví, a 0, pokud se nezastaví.
Evidentně nenajdeme Turingův stroj, který vypočítá číslo R, protože bychom potřebovali řešení problému zastavení Turingova stroje, které však neexistuje. R je číslo, které neumíme vypočítat. Opět se však můžeme spokojit s myšlenkou, že takové číslo je poněkud podivné. Je však možné dokázat, že množina nevyčíslitelných čísel je mnohem větší než množina vyčíslitelných čísel. 
Počítače v sobě tedy obsahují některá omezení, která není možné překonat. Teoretické limity vyčíslitelnosti zřejmě nikdy nepřekonáme. Stojí však za to se pokusit vypořádat alespoň s fyzikálními limity počítačů. V dalších dílech si ukážeme různé způsoby, jak se s nimi vypořádat.
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