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[bookmark: _GoBack]Grafy a grafové algoritmy (6): Maximální tok v síti
V tomto článku se budeme zabývat další ze zajímavých úloh z oblasti teorie grafů, která se nazývá hledání maximálního toku v síti. S touto úlohou se setkáme např. při distribuci elektřiny, plynu, vody nebo při zkoumání kapacity silnic – zkrátka jakákoliv situace, kdy dochází k distribuci něčeho prostřednictvím nějaké sítě. Obvykle nás zajímá, jak přepravit z výchozího do cílového uzlu co nejvíce příslušné substance.
Síť není nic jiného než orientovaný graf, který má dva speciální uzly: zdroj (source) a spotřebič (target). Každá hrana má navíc přiřazenou určitou kapacitu, kterou označujeme jako c(e), kde e je příslušná hrana grafu. 
Pod pojmem tok hranou rozumíme množství substance, které je touto hranou právě přenášeno. Je logické, že tok příslušnou hranou nemůže být větší, než je její kapacita, a zároveň nemůže být záporný. Tento tok si označíme f(uv), kde u a v jsou dva uzly, které hrana spojuje. 
Rezerva hrany udává, jaká část z kapacity hrany zbývá, tedy kolik substance by ještě mohlo danou hranou protékat.
Zároveň předpokládáme některé fyzikální zákony:
· tok nikde v uzlech nevzniká ani nezaniká (neuvažujeme tedy ztráty v uzlech),
· platí Kirchhoffův zákon, který říká, že součet toku na hranách, které do uzlu vstupují, musí být stejný jako součet toku na hranách, které z uzlu vystupují.
Jako ilustraci sítě si můžeme uvést obrázek 1. Síť obsahuje 6 uzlů, zdroj se nachází vlevo a spotřebič vpravo. U každé hrany je vyznačen tok danou hranou a její kapacita (značíme ve formátu tok/kapacita). 
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Obrázek 1: Síť s vyznačenými kapacitami hran
Úloha o maximálním toku samozřejmě není o tom, jak naplnit celou síť, ale o tom, jak zajistit maximální tok ze zdroje do spotřebiče. Podíváme-li se na obrázek 1, vidíme, že tento tok nikdy nebude větší než kapacita hran, které přicházejí do spotřebiče (3 + 4 = 7). Žádnou jinou hranou se do spotřebiče totiž nic nedostane. Skutečný tok v síti na obrázku je tedy 3 + 3 = 6.
Nyní si uvedeme jeden z nejznámějších algoritmů pro hledání maximálního toku v síti, který je příkladem algoritmů založených na principu tzv. zlepšující cesty: Ford-Fulkersonův algoritmus.
Ford-Fulkersonův algoritmus
Ford-Fulkersonův algoritmus byl poprvé publikován v roce 1956 v článku Forda a Fulkersona „Maximal flow through a network“. Základní myšlenka algoritmu je jednoduchá. Napřed vyprázdníme celou síť, tedy nastavíme tok na nulu po všech hranách. Dále nalezneme cestu ze zdroje k cíli pomocí prohledávání do šířky. Naplníme hrany na této cestě maximálním možným tokem podél této cesty. Potom nalezneme další cestu ze zdroje ke spotřebiči mezi zbývajícími hranami a tento postup opakujeme, až nebude možné nalézt další cesty. 
Uvedený postup však nemusí fungovat ve všech případech. „Naplníme“-li hrany podél jedné cesty do jejich maximální kapacity, může se stát, že už nenalezneme další cesty ze zdroje ke spotřebiči, které by mohly být vytvořeny pomocí zbývajících hran, a algoritmus se zastaví, aniž by nalezl maximální tok. K nápravě zmíněného problému slouží následující trik: necháme v naší síti substanci proudit oběma směry, což znamená, že připustíme stav, kdy jedním potrubím proudí např. vody oběma směry. V reálném světě je to nemožné, ale představme si, že kdyby voda proudila v jedné trubce proti sobě, tok by se zastavil; a nulový tok v potrubí je dost dobře možný. Tímto trikem tedy budeme modifikovat primitivní algoritmus zmíněný výše.
Postup je možné popsat slovně takto:
1. Na všech hranách nastavíme nulový tok (0/kapacita).
2. Dokud existuje nějaká cesta ze zdroje do spotřebiče taková, že každá hrana na cestě není nasycená (má stále volnou kapacitu), vybereme ji. Pokud se totiž na cestě nachází nasycená hrana, nemůžeme již po dané cestě zvýšit tok.
3. Vybereme nejmenší rezervu (volnou kapacitu) z hran, které se nacházejí na cestě. Více totiž na dané cestě nebude možné tok zvýšit. Tuto rezervu si označíme jako e.
4. Pro všechny hrany uv, které se nacházejí na cestě 
a. Vypočítáme číslo, které bude rovné menšímu z dvojice e a f(vu) (tok ve směru vu).
b. Zvýšíme tok ve směru ke spotřebiči (směr uv) tak, že f(uv) = f(uv) + e – d
c. Snížíme tok ve směru ke zdroji (směr vu) tak, že f(vu) = f(vu) – d.
Po prohledání všech cest, na kterých je možné zvýšit tok, získáváme maximální tok jako součet toků přicházejících do spotřebiče.
Ilustraci toho, proč uvažujeme i směr toku proti orientaci hrany, můžeme uvést na obrázku 2. V levé části obrázku je první krok Ford-Fulkersonova algoritmu, tedy nulový tok nastavený pro všechny hrany. V dalších fázích dochází ke hledání cest od zdroje ke spotřebiči s nenasycenými hranami. Kdybychom dospěli k prostřednímu obrázku a nesnižovali tok hranami, algoritmus by se ukončil a nalezený maximální tok by byl 4. Přesto však v pravé části obrázku vidíme, že s využitím jiných cest můžeme dospět až k maximálnímu toku 8 (součet toků do spotřebiče). Můžeme však k tomuto řešení dospět pouze tehdy, když tok v jiné hraně „vypustíme“, což je zajištěno pomocí dvou operací ve 4. kroku algoritmu.
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Obrázek 2: Maximální tok sítí
Rozšíření úlohy o maximálním toku sítí
Co uděláme, pokud chceme najít maximální tok v neorientovaném grafu? Stačí nahradit každou neorientovanou hranu dvojicí orientovaných hran jdoucích proti sobě, přičemž kapacita každé z nich bude rovná kapacitě původní neorientované hrany.
Kromě maximálních kapacit hran se někdy můžeme setkat s požadavkem na minimální kapacitu hrany, maximální kapacitu uzlů nebo můžeme mít síť s více zdroji a spotřebiči. Pokud bychom např. měli uzly s maximální kapacitou, je možné problém převést na klasický problém hledání maximálního toku sítí, přičemž každý uzel s omezenou kapacitou bychom převedli na hranu s omezenou kapacitou. Podobně se postupuje i v případě více zdrojů a více spotřebičů: problém převedeme na elementární úlohu hledání maximálního toku sítí, a to tak, že zdroje a spotřebiče budeme agregovat do jediného superzdroje a superspotřebiče. To je možné provést propojením zdrojů, resp. spotřebičů do jednoho prostřednictvím hran s nekonečnou kapacitou.
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