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[bookmark: _GoBack]Grafy a grafové algoritmy (4): Hledání nejkratší cesty
V prvním dílu série článků o grafech jsme se zabývali využitím a definicí grafu a zmínili jsme velmi často používanou úlohu, která se nazývá hledání nejkratší cesty v grafu. Na problém hledání nejkratší cesty narazíme například při plánování nejvýhodnější trasy jízdy autem. Jednotlivá města budeme reprezentovat pomocí uzlů grafu, silnice pak budou znázorněny pomocí hran grafu. Tyto hrany mohou být ohodnocené pomocí délky úseku v kilometrech. Orientace hran pak může vyjadřovat jednosměrky. Úloha má však řadu jiných využití - můžeme hledat autobusové, letecké nebo vlakové spojení, plánovat pohyb robotů a podobně. 
Na úvod by bylo vhodné připomenout si některé základní definice, které jsou naštěstí v případě grafů velmi jednoduché a intuitivní. Připomeňme, že každá hrana v grafu může mít přiřazenou nějakou hodnotu (hovoříme o tzv. ohodnoceném grafu) anebo směr (hovoříme o orientovaném grafu). Hrany mohou mít jak kladné ohodnocení (např. vzdálenost mezi uzly), tak záporné ohodnocení. K čemu jsou dobré hrany se záporným ohodnocením? Ohodnocení si můžeme představit nejen jako délku hrany, ale i jako jistou cenu, kterou musíme zaplatit za průchod danou hranou. Záporná cena by znamenala, že někdo za průchod hranou zaplatí nám.
 Dále jsme zmínili tři základní pojmy:
· Sled v grafu se nazývá posloupnost uzlů, ve které mezi každými dvěma uzly vede hrana.
· Tah v grafu je sled, ve kterém se neopakují dvě hrany (např. populární kreslení domečku jedním tahem).
· Cesta v grafu je sled, ve kterém se neopakují uzly.
Cyklus neboli kružnice je takový graf, který se skládá z jediného cyklu - tedy z uzavřené posloupnosti propojených uzlů. Délka cesty je prostým součtem ohodnocení jednotlivých hran na této cestě (tedy celkový součet délky jednotlivých úseků). Vzdálenost dvou uzlů v grafu je pak délka nejkratší cesty mezi těmito dvěma uzly.
Představme si, že nám někdo dal mapu České republiky s vyznačenými vzdálenostmi mezi jednotlivými obcemi a orientacemi jednotlivých silnic. Nyní už se můžeme zabývat problémem, jak najít nejkratší cestu mezi dvěma uzly v daném grafu, např. mezi Prahou a Ostravou.
Dijkstrův algoritmus
Základním algoritmem je Dijkstrův algoritmus, který je možné použít v případě, kdy graf neobsahuje hrany se záporným ohodnocením.  Označíme si výchozí uzel, ze kterého budeme plánovat cestu (Praha). Dijsktrův algoritmus je založen na tom, že na začátku přiřadíme uzlům určité hodnoty a postupně jej budeme vylepšovat. Algoritmus si popíšeme ve slovním pseudokódu:
1. Ke každému uzlu přiřaď aktuální vzdálenost od počátečního uzlu. V případě samotného výchozího uzlu je vzdálenost 0, v případě ostatních uzlů je to nyní nekonečno. 
2. Označ všechny uzly jako nenavštívené. Označ výchozí uzel jako aktuální uzel. Vytvoř množinu nenavštívených uzlů, která bude obsahovat všechny uzly kromě výchozího. Nyní se dostáváme k třetímu bodu, který se bude opakovat ve smyčce.
3. Podívej se na všechny nenavštívené sousedy aktuálního uzlu a vypočítej jejich vzdálenost od počátečního uzlu. Pokud má např. aktuální uzel vzdálenost 3 a délka hrany mezi tímto uzlem a jeho sousedem je 2, potom vzdálenost k tomuto sousedovi bude 3 + 2 = 5. Pokud je aktuální vzdálenost menší než dříve zaznamenaná vzdálenost tohoto souseda, pak ji přepiš lepší, kratší hodnotou. Poznamenejme, že i když jsme se na sousední uzly aktuálního uzlu podívali, stále zůstávají v množině nenavštívených.
4. Jakmile jsme se podívali na sousedy aktuálního uzlu, budeme považovat tento aktuální uzel za navštívený a vyjmeme ho z množiny nenavštívených uzlů. K tomuto uzlu už se nikdy nevrátíme.
5. Pokud byla cílová destinace označena jako navštívená, nebo nejmenší aktuální vzdálenost mezi uzly v množině nenavštívených uzlů je nekonečno, ukonči algoritmus.
6. Vyber uzel z množiny nenavštívených uzlů, který má nejmenší aktuální vzdálenost od výchozího uzlu, nastav jej jako „aktuální“ uzel a vrať se k bodu 3.
Pokud Vám pseudokód připomíná algoritmus procházení do šířky, není tomu tak náhodou. Dijsktrův algoritmus je skutečně rozšířením procházení grafu do šířky, přičemž místo datové struktury fronta zde využíváme podobného nástroje, kterým je prioritní fronta. Prioritní fronta funguje jako fronta, ve které mohou předbíhat uzly s nejkratší aktuální vzdáleností od zdroje. 
Algoritmus tedy systematicky postupuje od výchozího uzlu k cílové destinaci a aktualizuje vzdálenosti. Výstupem algoritmu je pak délka nejkratší cesty z výchozího uzlu do všech ostatních uzlů. Algoritmus je možné ilustrovat pomocí obrázku 1: postupujeme z uzlu a do uzlu b.
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Obrázek 1: Dijkstrův algoritmus (zdroj: Wikipedia.org)
Bellman-Fordův algoritmus
Dijkstrův algoritmus nebudeme moci použít, pokud graf obsahuje záporné hrany. Kdyby totiž graf obsahoval záporné hrany, mohlo by se stát, že by se algoritmus nekonečné opakoval v situaci záporného cyklu, neboť by se délka aktuálních vzdáleností mohla libovolně snižovat. Dijkstrův algoritmus postrádá schopnost detekce těchto cyklů. Pokud máme graf se zápornými hranami a chceme se vyhnout nebezpečí zacyklení, můžeme použít např. Bellman-Fordův algoritmus. 
Při hledání nejkratší cesty budeme postupovat podobně jako při použití Dijkstrova algoritmu. U každého uzlu budeme zaznamenávat jeho aktuální vzdálenost od zdroje, která je horním odhadem nejkratší cesty do tohoto uzlu, a budeme tuto vzdálenost postupně vylepšovat. Budeme také zaznamenávat předchůdce cílového uzlu na nejkratší cestě. První bod je tedy prakticky stejný:
1. Ke každému uzlu přiřaď aktuální vzdálenost od počátečního uzlu. V případě samotného výchozího uzlu je vzdálenost 0, v případě ostatních uzlů je to nyní nekonečno. Předchůdce na nejkratší cestě do cílového uzlu zatím neexistuje.
V dalším postupu budeme dokola provádět operace, které se nazývají relaxace hrany. Nejprve trochu formalismu. Představme si dva uzly u a v, které mají zaznamenanou aktuální vzdálenost d(u) a d(v) od výchozího uzlu. Mezi těmito dvěma uzly vede hrana uv, která má délku (cenu) danou číslem c(uv). Víme-li, že se do uzlu u můžeme z výchozího uzlu dostat za cenu d(u), pak se do uzlu v můžeme dostat za cenu d(u) + c(uv). Řekneme, že hrana uv je korektní, pokud platí, že d(v) ≤ d(u)+c(uv). Pak není co zlepšovat. Pokud ale tato podmínka neplatí, je hrana nekorektní a můžeme ji relaxovat, neboli zlepšit odhad aktuální vzdálenosti uzlu v. Za předchůdce cílového uzlu na nejkratší cestě se označí zdrojový uzel a vzdálenost cílového uzlu se přepočítá. Relaxaci je možné ilustrovat pomocí obrázku 2.
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Obrázek 2:  Relaxace hrany
Tuto operaci budeme provádět dokolečka, a můžeme tak popsat bod 2:
2. Pro každý uzel se podívej na jeho sousedy a relaxuj příslušné hrany. To znamená, že přepočítáme aktuální vzdálenosti a označíme předchůdce cílového uzlu na nejkratší cestě. 
Na konci ještě provedeme kontrolu přítomnosti záporných cyklů, a to tak, že zkontrolujeme, jestli jsou všechny hrany korektní.
3. Podívej se na všechny hrany uv a pokud zjistíš, že součet aktuální vzdálenosti d(u) a délky hrany c(uv) je menší než aktuální vzdálenost d(v), pak graf obsahuje záporné cykly.
Bellman-Fordův algoritmus je možné ilustrovat pomocí obrázku 3. Výchozí uzel se nachází v levé části obrázku. Algoritmus nalezne nejkratší cestu z levého do pravého uzlu: tato cesta vede dolními dvěma uzly a má celkovou délku 4.
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Obrázek 3: Bellman-Fordův algoritmus
K úloze hledání nejkratší cesty slouží celá škála dalších algoritmů, které mají různé výhody a nevýhody. Kromě uvedených dvou algoritmů můžeme zmínit např. Floydův–Warshallův algoritmus, který vyhledá všechny páry nejkratších cest, nebo  Johnsonův algoritmus, který může být rychlejší na řídkých grafech. 
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